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SOLUCION CONTROL #2

1. El conocido animador Jugo César (JC) es un opinélogo experto en todo (incluido el bosén de
Higgs) y ha sido contratado por un canal de TV para participar en un programa de una hora de
duracién. JC debe lanzar ideas y desarrollarlas y se sabe que las ideas llegan (misteriosamente) a
JC de acuerdo con un PPH N(t) de tasa A > 0 (ideas/hora). Se sabe ademds que cada una de
ellas, independientemente de las demds, es genial con probabilidad p, o mala con probabilidad py,
(pg + pm = 1). De acuerdo con su contrato, JC debe emitir al menos una idea genial. La calidad
de las ideas de JC tienen efecto en el rating, de manera que una idea genial hace que el rating del
programa llegue al nivel 6ptimo (100) pero una idea mala lo hace caer a nivel calamitoso (0). El
rating es un proceso continuo que vale 100 mientras JC estd desarrollando una idea genial y vale
0 cuando estd dando jugo (expresién coloquial que representa el desarrollo de una mala idea). Su
valor inicial es 0.

a) (12 pts.) Calcule la probabilidad de que la primera idea sea genial, sabiendo que JC cumplié el
contrato.

sol: Sea X7 el instante en que se le ocurre la primera idea genial a JC. Entonces, el contrato
se cumple si X{ < 1, puesto que el programa dura 1 hora. Sea X]" el instante en que se le
ocurre la primera mala idea. Debemos calcular la probabilidad de X{ < X!" condicional en
que se cumple el contrato. Es decir, P[X{ < X["|X{ < 1]. Para ello usamos la informacién de
que X" y X{ son independientes. Tenemos

PIX{ < X", X{ <1 P[X{ <min{l, X]"}]
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Se puede usar el siguiente razonamiento alternativo. Para que se cumpla el contrato y que la
primera idea sea buena basta que la primera idea llegue antes de 1 hora (con probabilidad

1 — e ) y que ésta sea genial, lo cual ocurre con probabilidad Dy, independientemente de
cuando llegé. Es decir, P[X{ < X", X{ < 1] = P[X{ < X", X; < 1](1 — e *)p,. Finalmente,

(1—eMp
PIXT < XTXT < 1] = - — e_Apgg.



b) (12 pts.) Calcule la probabilidad de JC cumpla con su contrato.
sol: Sabemos que X{ es una va exponencial de pardmetro Apg, luego

PIX{ <1]=1—e s,

¢) (12 pts.) Calcule la probabilidad de que més del 50 % de las ideas planteadas por JC sean
geniales.
sol: Si Ny(t), Ny, (t) designan los procesos de ideas geniales y malas respectivamente, lo que se
pide es calcular P[Ny(1) > N,,(1)]. Dado que estas variables son independientes Poisson con
pardmetros respectivos Apy, App,, podemos escribir, gracias al condicionamiento,

P[Ny(1) > Np(1)] = > P[Ny(1) > n]P[Npy(1) = n].
n=0
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d) (12 pts.) JC recibe un bono si cumple con el contrato y lanza a lo mas una idea mala. Calcule

la probabilidad de que reciba el bono.

sol: Para recibir el bono se requiere Ny(1) > 1 (cumple contrato) y Np,(1) <1 (a lo més una
idea mala). Considerando que ambas variables son independientes, tenemos

P[Ny(1) > 1, Ny (1) < 1] = P[N,(1) > 1]P[Nn(1) < 1] = eﬂz ()\Z?)k Z ()\pﬂ'l)n.
k>1 Ton<l s

= (1 — e 9)e P (1 4+ App).

e) (12 pts.) Calcule la probabilidad de que el rating se mantenga en nivel éptimo durante todo el
programa.
sol: Esto lo interpretamos como la situaciéon en que todas las ideas son buenas, es decir no
hay malas, pero hay al menos una buena. En términos de los instantes de las primeras llegadas
X{ y X" tenemos que calcular P[X{ < 1, X]™ > 1], lo cual, debido a la independencia de los
procesos Ny y Ny, resulta

PIX{ <1,X]" > 1] = P[X{ < 1P[X]" > 1] = (1 — e o) Pm,

f) (5 pts.) Calcule el rating por hora esperado del programa (reflexionar y proponer algtin anélisis).
sol: Notar que el proceso de rating R(t) vale 0 hasta que se produce la primera idea genial.
Esto dura un tiempo exponencial de pardmetro Ap,. A partir de ese momento R(t) = 100 hasta
que aparece una idea mala, lo que ocurre después de un tiempo exponencial de parametro
Apm. De ahi en adelante R(t) = 0 hasta la proxima idea genial, la que llega luego de un tiempo
exponencial de pardmetro Apgy, etc. Entonces, basicamente hay que ver cuantos de estos bloques
de exponenciales cuyos parametros alternan, caben en [0,1] y multiplicar por 100 y el largo
esperado de la parte genial del bloque, que es 1/Apy,.

2. JC tiene la sana costumbre de visitar a sus N amigos del ambiente de la opinologia, de acuerdo
con el siguiente proceso. Inicialmente JC estd en su casa y después de un tiempo exponencial de
parametro A > 0 sale a visitar a un amigo, escogido al azar entre los N. JC permanece visitando a
su amigo un tiempo exponencial de pardametro p > 0 y regresa a su casa, donde vuelve a repetir el
esquema descrito. Sea Z(t) la situacién (posicién) de JC en el instante ¢ > 0.



a) (20 pts.) Represente {Z(t), t > 0} como una CMTC, especificando el espacio de estados E,
las tasas vj,g;; y las probabilidades de transicién p;;.

sol: Definimos como 0 la casa de JC y como 1,2,..., N a los amigos. Entonces el espacio de
estados es F = {0,1,,..., N}. Por otra parte, la tasa de salida de su casa es vg = A y la tasa
de salida de casa hacia el amigo i es qo; = A\/N. Finalmente, las tasas de salida desde el amigo
i son v; = qjo = p,4 =1,2,..., N (todas las demas tasas ¢;; son nulas). Las probabilidades de
transicion estan dadas por pp; = 1/N y pio = 1,4 = 1,2,..., N (todas las demds probabilidades
pi; son nulas).

b) (20 pts.) Calcule las probabilidades P[Z(t) = j], para j € E,t > 0, a través del planteamiento
y resolucién de las ecuaciones diferenciales forward de Kolmogorov.
sol: La ecuacién forward de Kolmogorov se escribe como

Pi(t) = Py(t)qr; — v Pij(t).
k#j

Nos interesamos primero en el caso ¢ = 0,5 = 0, que se escribe como

Pyo(t) = Z Por(t) — APoo(t) = p— (A + p) Poo(t),
k£0

cuya solucién es

Poo(t) = 1 Lei()‘Jr”)t.

+
Adp A+p
Para ¢ =0, j # 0 tenemos
Po;(t) =D Por(t)qrj — nPos (1),
k#j

equivalente a

Py;(t) = %Poo(t) — 1P (1),

equivalente a

A b A
R0 + Py (8) = F 5+ e

Integrando la ecuacién anterior llegamos a
(1 _ 67()\+u)t)‘

A
Po;(t) = NOT )

¢) (20 pts.) Investigue la existencia de probabilidades estacionarias para la cadena Z. Para ello
estudie p; = limy_,oo P[Z(t) = j] por una parte. Luego plantee el sistema lineal que permite
encontrarlas y compruebe que su solucién satisface el sistema.

sol: Observamos que

T SRy M
po = lim P[Z(t) = 0] = lim Poo(t) = + T
y, para j # 0,
, o A
pj = fm PIZ(t) = jl = lim Po;(t) = 55



Ademsds, se observa que Zje pPpj = 1, como debe ser. Por otra parte, sabemos que las pro-
babilidades estacionarias son la solucién tdnica del sistema pR = 0, con ) jepPj = 1, donde

R = (r;j) esta definida como r4; = —vj, 7; = ¢i5,% # j. En nuestro caso particular,
RS
poo—p 0 0
R=| # 0 —p 0
L 0 0 - —pu

Se comprueba ficilmente que

- (e )
P=\ NN N+ )
es la solucién buscada.

(5 pts.) Calcule la proporcién de tiempo que JC pasa fuera de casa, en el largo plazo.

sol: Interpretamos las probabilidades estacionarias como frecuencias limite, gracias al teorema

ergédico. La proporcién de tiempo que JC estd fuera de su casa, en el largo plazo, es 1 —pg =
by
Ay

3. Los amigos de JC tienen humor variable y cada uno de ellos, independiente de los demas y de lo
que haga JC, estd de buen humor un tiempo exponencial de pardmetro «, para luego ponerse de
mal humor por un tiempo exponencial de parametro 8 y cambiar a buen humor, etc. Inicialmente
todos estan de buen humor.

Se definen los procesos H;(t) como el estado de humor del amigo i en el instante ¢; B(t) como el
numero de amigos de buen humor en el instante ¢ y M (¢) como nimero de amigos de mal humor
en el instante t.

)

(10 pts.) Represente a H; como una CMTC, indicando espacio de estados, tasas y probabili-
dades de transicién.

sol: Consideramos el espacio de estados E' = {0, 1}, donde 1 indica buen humor. Entonces las
tasas son qo1 = 3, qi0 = «. Las probabilidades de transicion son pg; = p1g = 1. Este tipo de
cadenas fue analizado en el curso.

(10 pts.) Establezca una relacién entre los procesos H;(t), B(t), M (t) y muestre que {B(t),t >
0} y {M(t),t > 0} son CMTC, explicitando espacios de estados, tasas y probabilidades de
transicién.

sol: La relacién mds interesante que se observa directamente es B(t) = vaz L Hi(t) y por
cierto, B(t) + M(t) = N. Por otra parte, es facil ver que B(t) (y por lo tanto M (t)) son
CMTC; de hecho ambos son procesos de nacimiento y muerte. En efecto, el espacio de estados
es Ep ={0,1,..., N} y las tasas de transicion son: \; = ¢jj+1 = (N — 7)8, 15 = ¢jj—1 = jo,
para 1 < j < N — 1. También, \g = go1 = NBy un = qn,n—1 = Na. El resto de los ¢;; son
nulos. Por otra parte, notamos que v; = A; + u; y las probabilidades de transicién no nulas son

oo WN=DB ja
PN =B+ o’ PV T (N B ja

La situacién para el proceso M (t) es muy similar, solo hay que cambiar los roles entre buen
y mal humor para tener las tasas, lo que equivale a intercambiar a y 3. Tenemos: gj 41 =
(N —j)o,qjj—1 =78, paral < j< N —1, etc.

4



¢) (10 pts.) Calcule la probabilidad de que, en el largo plazo, un amigo cualquiera de JC esté de
buen humor. (Basta un razonamiento heuristico)
sol: Si consideramos solo la cadena discreta subyacente concluimos que la probabilidad es
1/2 pero al ser de tiempo continuo debemos corregir multiplicando por el tiempo esperado de
permanencia en el estado (de buen humor) que es 1/a. Entonces p1 = K/a,pg = K/f vy la
suma debe ser 1. Por lo tanto, p1 = 8/(a + ).

d) (10 pts.) Calcule la probabilidad de que, en el largo plazo, n amigos de JC estén de buen humor.
(Basta un razonamiento heuristico)
sol: Dado que los amigos funcionan independientemente unos de otros, el niimero de amigos de
buen humor (en el largo plazo) es como una suma de va Bernoulli independientes con pardmetro
B/(a+ B), es decir, B(t) serfa asintéticamente binomial con pardmetros N, 3/(a+ ). O bien,

para 0 < k < N, i N
. (N s a -
tlggloP[B(t) = k] = (k‘) <a+ﬁ> <a+5> '

e) (10 pts.) Suponga que JC decide visitar sélo a sus amigos de buen humor. Esto es posible porque
en todo instante JC tiene informacién del estado de cualquier amigo. Ademds, en caso de que
todos estén de mal humor, JC se va a la plaza, donde permanece un tiempo aleatorio de igual
distribucién que las visitas a sus amigos. Si Z(t) es la posicién de JC, considere el proceso N +1
dimensional (Z(t), Hi(t),...,Hn(t)) y compruebe que es una CMTC, explicitando estados y
tasas.

sol: El espacio de estados del proceso Z(t) contiene ahora un nuevo elemento (N +1) que repre-
senta la plaza. Es decir, el espacio de estados es {0, 1, ..., N, N+1}. Ahora consideramos un pro-
ceso multidimensional (Z(t), H1(t),..., Hx(t)) cuyo espacio de estados serd el producto carte-
siano {0,1,..., N, N4+1}x{0, 1}*V. Designamos por (z, h, i) al vector (z, h1,...,hi_1,1,h; ..., hy),
indicando que el amigo i estd de buen humor y por (z, h, ) al vector (z, hq,...,hi—1,0,h; ..., hy),
indicando que el amigo i estd de mal humor. Entonces la tasa de cambio de (z, h,i) a (z, h, )
esta dada por

q((z,h,0), (z,h,0)) =a v q((z,h,1),(2z,h,i)=B,Vi=1,...,N.

Notar que las tasas que impliquen a dos o més amigos cambiando de humor simultdneamente
son nulas. Veamos ahora las tasas donde Z cambia. Adoptamos la notacién (j, h) para designar
la vector de estados con Z(t) = j. Entonces, ¢((j,h),(0,h)) = u,¥j # 0,Vh, porque desde
cualquier amigo o desde la plaza vuelve a casa con tasa p (estamos suponiendo que si el amigo
visitado por JC cambia de humor durante la visita, esto no tiene influencia en la duracién de
la visita). Las tasas de salida desde 0 (casa) son algo mds complejas porque dependen de h
como sigue: si no hay amigos de buen humor (3 | h; = 0) entonces va a la plaza (N + 1) con
tasa A. Si hay amigos de buen humor entonces sale con tasa A de su casa y elige a cualquiera
de ellos con igual probabilidad. Esto se resume como sigue:

q((0,h), (N + 1,h)) = A5~ oy

. Ahj .
q((0,h),(j,h)) = ZNijhl{ZﬁL hisop v = 1. N

i=1""
Las demads tasas que impliquen cambios de estado simultaneos de JC y del humor de sus amigos,
son nulas.
f) (10 pts.) Indique si en esta situacién Z(t) es una CMTC. Explique su razonamiento.
sol: No es CMTC porque las tasas dependen de Hi,..., Hy.



g) (10 pts.) Discuta de manera intuitiva si existen o no probabilidades limite p; = th P[Z(t) = 7]
—00

y, en caso de existir, que valores podrian tener.

sol: Aunque Z no sea CMTC podemos pensar que el limite exista eventualmente. Un anélisis
intuitivo plausible es el siguiente: sea H = (Hy,...,Hy) el humor de los amigos (en largo
plazo), entonces, dado H, la probabilidad de que JC se encuentre en casa es

P = 5

igual a pg calculado mds arriba porque el nimero de amigos (de buen o mal humor) no influye
en que JC esté en casa o no. Por otra parte, la probabilidad de encontrarse en la plaza es
positiva si es que no hay amigos de buen humor, es decir

A
PN+ = 3 BN oy

Finalmente, el resto de las probabilidades se reparten equitativamente entre los amigos de buen
humor, es decir

AH; )
O i, H, S

Para concluir descondicionamos, tomando en cuenta que, asintdticamente, los H; son Bernoulli
independientes y Zf\i1 H; es binomial de pardmetros N, 3/(a + (). Tenemos:

PjlH = j=1,...,N.

I A N A Q N
Po Xt PN+1 At [; ] >\+M<04+5>

1 A @ N
pj:N(l—pO_pN—i-l):m (1— <a—i—,3> )

También es posible llegar al valor de p; notando que los p; deben ser iguales y que E[pj| ul =Dj.
Asi resulta que

iv:p = )‘Z;‘\le H; 1~ _ A 1~
i|H = . = — .
j=1 /| (A+p) Zz]\;l H; 2= Hi>0F X 4y A= Hi>0}

y, tomando esperanza arriba tenemos

2 N
Npj=~—>—P[y H; >0
=g >0

de donde se despeja p;.

Puntuacién de cada ejercicio: 60 puntos < 7.0 (overflow transferible).
Duracién: de 11:30 a 14:00 hrs.

Indicacién: La ecuacién diferencial 3/ + By = f tiene como solucién

y(t) = e Pt ( /0 s f(s)ds + K) .



